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Feuille d’exercices 13

Fonctions et dérivation

Les exercices a regarder sont mentionnés par une *.
A priori les exercices seront traités dans I'ordre suivant :

4.4,5,7,8,10, 16, 17, 20, 24.3, 13, 26.

Dérivabilité en un point

(*)Exercice 1 : Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes aux points indiqués, et donner une allure de C; (aprés

avoir prolongé si nécessaire par continuité) :

1. f(z)==z|x|enzo =0

2. f(x) =22 —|z| enzp =0

3. fl&)=l|z(z+ 1) enzpg=0etenz; =-1
f(x)= exp(l/z) sixz <0

4. { f(x)= 2?4z siz€0;1] aux points 0 et 1
fx)= lnz+e* siz>1

7.

Exercice 2 : Déterminer, si elles existent, les limites suivantes :

" —a”
1. lim
z—a P — qP
. r—a
2 6.
3 lim exp(—ax?) — exp(—a)
r—1 Inz

a® — (x + a)°
m ——
=0 (z + a)*te — 2

li

rx—1

Vi+xr—1
—— e

f(l’)z " nxg =0
24
f(x):?’m_’_lenxo:O
1
flx)=2xIn 1—&—; en xg =0
fle)= e —xz six<0
f(x) = cos®(mz) sixe€[0;1]
flx) = 1+1n—x siz>1
x

5. lim

3\/2—1—173— %

zlnz —e

v (1) — (1/e)

7. lim

2 (n(z + 3))2 = (n3)?
o 1 — tan?(mz/4)

aux points 0 et 1

Exercice 3 : Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes, puis calculer leur dérivée. On précisera Dy, et si nécessaire

(et si possible), on prolongera f en certains points.

1. f(z)=(1—2a%)? 5. f(r) =e"lnzx
- 6. () = —
2 1@ =gy I e Vine
3. f(z) = 2% sin(55) 7. f(z) =2°
4 f(x):tan(i_F:;) 8. f(z) = (¥ —Ina =1+ (o))
Fonctions de classe C", D", C*®
(*)Exercice 4 : Quelle est la classe des fonctions suivantes sur R ?
L { f(z) = OI S%l’<0 4 { f(z) = exp(ﬁ) sifz| <1
fl@)= e"=1 siz>0 fl)= 0 si |z > 1
fl)= 142 siz<0 _ . .
2 {f(x): ¢* siz>0 5 {J}%;: gsm(l/“") siz 70
3 { f(z) exp(;—;) sixz#0 6. f(r) =exp|z|
f0)= 0
(*)Exercice 5 : Soit f € F(R*,R) telle que Vz € R, f(z) = 1:5_2676:;.

1. f est-elle continue sur R ? prolongeable par continuité ?

2. Le prolongement de f est-il de classe C! sur R?



1
Exercice 6 : Soit f:R™* — R z — " sin(7> (re RT)
x

Prolonger f par continuité en 0. Quelle est la classe de f sur RT*?
Pour quelles valeurs de r, f est elle de classe C° mais pas dérivable sur Rt ?
Pour quelles valeurs de r, f est elle dérivable mais pas C! sur Rt ?

Pour quelles valeurs de r, f est elle de classe C' mais pas deux fois dérivable sur R* ?

A A

Pour quelles valeurs de r, f est elle deux fois dérivable mais pas de classe C? sur RT ?

Bijection et dérivabilité

(*)Exercice 7 : Dans les cas suivants, montrer que f est bijective (préciser les ensembles de départ et d’arrivée) et
étudier la dérivabilité de f~!. Si elle existe, donner la fonction dérivée de f~! et préciser le cas échéant les tangentes
ou demi-tangentes verticales.

T _ T

1. sinz sur [-7, 5] 5. shz = % sur R
2. cosz sur [0,7] o 4o

- +
3. tanz sur | — %, %[ 6. chx = 5 sur R
4. cotanz sur |0, 7] 7 tha — shz sur R

chzx
8. cothx = Ch—m sur R
shz

Remarque : “sh” se lit sinus hyperbolique et sa réciproque, est notée “Argsh” (argument sh). De méme, “ch” | “th” et
“coth” se lisent cosinus hyperbolique, tangente hyperbolique et cotangente hyperbolique et leur réciproque, sont notées
“Argch”, “Argth” et “Argcoth”.

Réponses : Sur les intervalles ou la dérivée est définie, nous avons :

i)/ (z) = —— rccos’yc:_i1 rctan)’(z) = !
(Arcsin)'(x) = i (A ) () \/11_73;2 (Arctan)’(x) 1—|—1x2
(Arccotan)’(z) = 1 _7_ o (Argsh)'(z) = W) (Argch)'(z) = W
(Argth)’(x) = (Argcoth)'(z) = 1771332

(*)Exercice 8 : Soit f(x) = 2® + x pour tout réel x. Montrer que f admet une réciproque g dérivable sur R. Calculer
¢’ en fonction de g. Quelle est la classe de ’application g7

Exercice 9 : Montrer que Vz € [—1;1], Arcsinz + Arccosz = 7/2

20+ 1
vaz+ar+1
définition.

L’application g est-elle dérivable ? Etablir une relation entre g et ¢’ et en déduire ¢'(1).

(*)Exercice 10 : Soit f(z) = . Montrer que f admet une réciproque g, dont on donnera le domaine de

Dérivées n-iéme

(*)Exercice 11 : Donner les dérivées n“™* des fonctions suivantes (On pourra calculer les premiers termes afin de
trouver une relation que ’on démontrera par récurrence, ou utiliser la formule de Leibniz) :

1. (z* —1)e® 6. 2" 'lnx
2. (@ +z+ 1) 7. xnTlel/®
3. e¥sinzx 8. sinxcosz
4. cosx 9. 2" (n € N)
5. sinz 10. 2 (o ¢ N)

1
Exercice 12 : Soit n € N*, f: R — R, n fois dérivable, et g, : R™* — R définie par g, (z) = x"_lf(f)
z

: )y = D" ey (1
Montrer par récurrence sur n, que g, () = f )
gntl T



Sens de variations

(*)Exercice 13 :

croissante.

X ) a® + b
Soient 0 < a < b. Montrer que f donnée par Vx € R™*, f(x) = (

1/x
5 ) est strictement

Exercice 14 : Quel est le sens de variation de f(z) = (z —sinz)(7m —x —sinz) sur ]0, [?

Exercice 15 : Quel est le signe de In(1 4+ ) — sinz au voisinage de 07

Théoréme de Rolle et des accroissements finis

(*)Exercice 16 : Soit f : [a, +0oo[— R une fonction continue sur [a, +o0c[, dérivable sur ]a, +00] et telle que f(x) - f(a)
Montrer qu'il existe ¢ €]a, +o00[ tel que f/(c) = 0.

(*)Exercice 17 : Soit (a,b) € R? avec a < b, et soit g : [a,b] — R de classe C* sur [a, b] et deux fois dérivable sur ]a, b

AT

Montrer qu'il existe ¢ €]a, b[ tel que g(b) = g(a) + (b — a)g'(a) + b 2a) g"(c)
N2

Indication : Définir A tel que g(b) = g(a) + (b — a)g’(a) + ® 2a) A

p(z) =g(z) — g(a) — (xz — a)g'(a) —

. . o (z—a)®

et considérer la fonction ¢ : [a,b] — R définie par —a

Exercice 18 : Soit I un intervalle et f : I — R une application de classe C2. Soient a, b et ¢ trois points de I tels
— — —-b

que a < ¢ < b. Montrer qu’il existe d € I tel que f(c) = f(a) + c Z(f(b) — f(a)) + leza)e-b)

- e=0) poia)
Indication : Utiliser p(x) = f(z) — f(a) — ((QZ _Z)) (f(6) = f(a) — g(ac —a)(z —b) pour A bien choisi

A

Exercice 19 : Soient a < b, f et g deux applications de [a, b] dans R continues sur [a, b] et dérivables sur ]a,b[. On
suppose que ¢'(x) ne s’annule pas sur ]a, b].

1. Montrer que g(b) — g(a) # 0

2. Mq Jc €la,b] tq ‘;Ez; _5((2)) = J;:Eg ( Indication : Utiliser p(z) = f(x) — Ag(z) avec A bien choisi )

(*)Exercice 20 : Soit f une fonction de classe CP sur R, admettant p + 1 zéros distincts sur R.
Montrer que f®) s’annule au moins une fois sur R.

Exercice 21 : Soit f une fonction de classe CP sur [a, b], telle que Vk € [0,p — 1], f®)(a) = f*)(b) = 0.
Montrer que fP) admet au moins p zéros sur ]a, b|.

Exercice 22 : On dit qu'un polynéme de R[X] est scindé s’il peut se factoriser en produit de polynéme de degré 1
dans R[X].

1. Soit P € R[X] de degré n, scindé, avec ses racines distinctes. Montrer que P’ est scindé. et que ses racines aussi
sont distinctes.

2. Soit P € R[X] scindé et de degré n. Montrer que P’ est scindé.

Exercice 23 : Soit f une fonction de classe C! sur [a, b]. Montrer qu’il existe k € R* tel que V(z,y) € [a,b], |f(z) —
f(y)| < K|z — y|. Est-ce que la propriété marche encore si f est continue sur [a,b] mais C! seulement sur |a, b ?

Inégalités

(*)Exercice 24 : Montrer les inégalités suivantes :

1. Vo €]0, 5[, 3z < 2sinx + tanw 3. Va €] — 1, +o0[, % <lhn(z+1) <z
x

4
2. Vo € [0,7], sin®z < —x(r — )

1 1
2 4. VCCGR**,mSIH(z-Fl)—leSE
x? - k
Exercice 25 : Montrer que Vo € RT™™, z — > <In(z+1) <z. En déduire que v,, = H (1 + —2) Ve
mn n——+0o

k=1



Convexité

. - . 2x .
(*)Exercice 26 : En utilisant des arguments de convexité, montrer que — < sinz < z sur [0,
s

Exercice 27 : Soit f une fonction convexe sur I et zi,xo,...
n

’xn7

s

2

]

n points de I. Soient Ay, Ao, ...

7A77z7

n réels

positifs tels que Z A; = 1. Montrer qu’alors f(A1x1 + oo + -+ Apxn) < A1 f(x1) + Aaf (z2) + - - + A f(xn).

=1

Remarque : Cette formule est appelée formule de Jensen.

Exercice 28 : Montrer que f : x — —Inz est une fonction convexe sur R**.

En déduire, grace a la formule de Jensen, que Vn € N* et V(zq, ...,

x,) € (Rf)" on a:

I1+3§‘2+"'+l’n

n, /T1L2 "+ Ty S

n

Etude de fonction

Exercice 29 : Etudier les fonctions suivantes selon le plan d’étude donné en cours (en faire I’étude la plus compléte

possible) :
1. f(z) = 3z* — 4a® — 2422 + 48z + 1 12, f(z) ==z i;i
2. f(z) =In(2 4+ cosx) 14 9%\ 1/z
3. fla) = a(inx)? 13. (@)= (—5-)
|3z +1 e =1 =]z -2
5. f(x) = sup(a® + 2z — 1, —2% +3) 15. f(z) =4v/—22 + 4z — 3
6. f(z) =In|sinz| 4z -5
7 fay = Tl 18- 1) = 223
. flx) = 5 —1)3
+1 (z—1)
x = 17. f(z) = p
8. =1+ — — 9 —
f(z) + - 18 f(z) = x; +23; ;1
— _ 2 B
9. flz) = xQ ln(?()e ) Da® +1) 19. f(z) = Arcsinz
10. f(z) = ( x; ) 20. f(z) = Arccos
flo)= e®—z siz<0 21. f(z) = Arctanx
11. f(x) = cos?(rz) si0<z<1
Inz |
fle)= 14+ — siz>1
x
Supplément

Exercice 30 : L’objectif de cet exercice est de montrer le Théoréme de Darboux : Soit f une application dérivable
sur un intervalle I. Montrer que f'(I) est un intervalle.

1. Soient a,b € I. Si f'(a)f'(b) < 0 montrer qu'il existe ¢ €a, b[ tel que f'(c) = 0.

2. En déduire le théoréme de Darboux.



